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双分数跳-扩散过程下再装期权定价模型

吴江增1,王秋莹2,薛 红1

(1.西安工程大学 理学院,陕西 西安710048;2.华侨大学,福建 泉州362000)

摘要:假设标的资产服从双分数布朗运动和跳过程驱动的随机微分方程,借助双分数布朗运动和跳

过程随机分析理论,建立比分数布朗运动更一般的双分数跳-扩散过程下金融市场数学模型.运用保

险精算方法研究再装期权定价问题,获得更一般的双分数跳-扩散过程下再装期权定价公式.
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Abstract:Assumethatstockpricefollowsthestochasticdifferentialequationdrivenbythebi-
fractionalBrownianmotionandjumpprocess,thefinancialmathematicalmodelunderbifrac-
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0 引 言

期权定价是当今金融市场的热点问题,随着金融市场的飞速发展,标准期权已经不能满足金融市场的

需要,因此各种新型期权逐渐进入复杂的金融市场,而再装期权就是其中一种.Johnson等[1]指出再装期



权是一种新型的欧式看涨期权,并且研究了几何布朗运动下的再装期权定价问题,给出了几何布朗运动条

件下再装期权定价公式.文献[2]首次提出保险精算的方法,利用此方法解决了各种欧式期权定价问题并

给出其定价公式.关于保险精算方法的实际应用可见文献[3-8].文献[9-10]建立分数布朗运动环境下金

融市场模型,利用保险精算的方法给出了分数布朗运动条件下的再装期权定价公式.文献[11]运用鞅方

法推导出了股票价格服从跳-扩散过程下再装期权的定价公式.文献[12-16]讨论了双分数布朗运动概念、
性质及应用,并指出双分数布朗运动是比分数布朗运动更一般的高斯过程.由于双分数布朗运动既不是半

鞅也不是马尔可夫过程,不具备鞅性与马尔可夫性且不具有平稳独立增量性,使得双分数布朗运动比分数

布朗运动更具有广泛性.本文利用双分数布朗运动和跳过程建立金融市场数学模型,利用保险精算的方

法和随机分析理论,研究再装期权定价问题并给出再装期权定价公式.

1 双分数跳-扩散过程下金融市场数学模型

定义1[12] 称满足均值函数E(BH,K
t )=BH,K

0 =0的高斯过程{BH,K
t ,t≥0}为双分数布朗运动,如果

协方差函数为

E[BH,K
t BH,K

s ]=
1
2K
[(t2H +s2H)K -|t-s|2HK], t,s≥0,

其中 H ∈ (0,1),K ∈ (0,2).

当K=1时,双分数布朗运动即为参数为H ∈(0,1)的分数布朗运动;特别地,当K=1,H =
1
2

时,

双分数布朗运动即为标准布朗运动.关于双分数布朗运动相关性质和随机分析基本理论见文献[12-15].
假设金融市场有两种资产,即无风险资产与风险资产,其价格方程分别满足随机微分方程

dMt=rMtdt, (1)

dSt=St[μdt+σdBH,K
t +(exp(J(t))-1)dQt]. (2)

其中Mt 表示无风险资产价格,St 表示风险资产价格,μ为风险资产价格的期望收益率,σ为无风险资产的

波动率,{BH,K
t ,t≥0}为定义在完备概率空间(Ω,F,P)上的双分数布朗运动,Qt 表示标的资产价格在时

间区间[0,t]内的跳跃次数,且{Qt,t≥0}服从参数为λ的Poisson过程,{J(ti),i≥1}为独立同分布序

列,且J(ti)~ N -
σ2

J

2
,σ2

J
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,exp(J(ti))-1表示标的资产价格在时刻ti 的相对跳跃幅度,并且假定

{BH,K
t ,t≥0},{J(ti),i≥1}相互独立.
引理1 随机微分方程(2)的解为

St=S0expμt-
1
2σ

2t2HK +σBH,K
t +∑

Qt

i=1
J(ti){ } . (3)

证明  当在[0,t]内没有发生跳跃时,由双分数Ito公式可得

St=S0expμt-
1
2σ

2t2HK +σBH,K
t{ } .

假定在t1 ∈ [0,t]时刻内只发生一次跳跃,则在[0,t1)内有

St-1 =S0expμt1-
1
2σ

2t2HK
1 +σBH,K

t1{ },
同理在(t1,t]内有

St=St1expμ(t-t1)-
1
2σ

2(t2HK -t2HK
1 )+σ(BH,K

t -BH,K
t1 ){ } .

由式(2)有

St1 -St1-
1
n =μ∫

t1

t1-
1
n
Su-du+σ∫

t1

t1-
1
n
Su-dBH,K

u u+∫
t1

t1-
1
n

(exp(J(u))-1)Su-dQu,

当n→+∞ 时,可得St-St1 =St1(exp(J(t1))-1),所以

St=S0expμt-
1
2σ

2t2HK +σBH,K
t +J(t1){ } .
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当跳跃次数服从Poisson过程时,可得

St=S0expμt-
1
2σ

2t2HK +σBH,K
t +∑

Qt

i=1
J(ti){ } .

定义2[9] 价格过程{St,t≥0}在[0,t]时间段内的期望收益率βu,u∈ [0,t]定义为

exp∫
t

0
βudu{ }=

E[St]
S0

. (4)

引理2 {St,t≥0}在[t,T]上的期望收益率为βu =μ,u∈ [0,t].
证明  由引理1知,在[t,T]内跳跃次数为0时,则

St=S0expμt-
1
2σ

2t2HK +σBH,K
t{ },

所以

E[St]=S0expμt-
1
2σ

2t2HK{ }E[exp{σBH,K
t }]=

S0expμt-
1
2σ

2t2HK{ }exp{σ2E(BH,K
t )}=

S0expμt-
1
2σ

2t2HK{ }exp 12σ
2t2HK{ }=S0exp{μt},

从而可得结果.

2 再装期权定价公式

考虑在到期日T 之前只再装一次的情形,设X 为T 时刻的执行价格,再装期权收益结构如下:在再装

日T1(0<T1 <T)的收益为VT1 =(ST1 -X)+,在到期日T 的收益为

VT =
X

ST1
(ST -ST1)+=X ST

ST1
-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

+

, ST1 >X,

(ST -X)+, ST1 <X.

ì

î

í

ïï

ïï

当T1 →T 时,再装期权即为欧式看涨期权.
定义3[9] 再装期权保险精算价格定义为

V0=E{[exp{-βT1}ST1 -exp{-rT1}X]I{exp{-βT1}ST1>exp{-rT1}X}}+

E{X exp{-βT}ST

exp{-βT1}ST1
-exp{-rT1}

é

ë
êê

ù

û
úúI{exp{-βT1}ST1>exp{-rT1}X,

exp{-βT}ST
exp{-βT1}ST1>exp

{-rT1}}}+

E{[exp{-βT}ST -exp{-rT}X]I{exp{-βT1}ST1<exp{-rT1}X,exp{-βT}ST>exp{-rT}X}}. (5)
其中风险资产按期望收益率折现,无风险资产按无风险利率折现.

定理1 再装期权保险精算价格

V0=∑
+∞

m=0

exp(-λT1)(λT1)m

m!
{S0N(-d(m)

1 +σ(m)
1 )-Xexp{-rT1}N(-d(m)

1 )}+

X∑
+∞

m=0
∑
+∞

n=0

exp(-λT)(λT1)m[λ(T-T1)]n

m!n!
{N(ρ

(m,n)
1 σ(n)

2 -d(m)
1 ,σ(n)

2 -d(n)
2 ,ρ

(m,n)
1 )-

exp{-rT1}N(-d(m)
1 ,-d(n)

2 ,ρ
(m,n)
1 )}+

∑
+∞

m=0
∑
+∞

n=0

exp(-λT)(λT1)m[λ(T-T1)]n

m!n!
{S0N(d(m)

1 -ρ
(m,n)
2 σ(m,n),σ(m,n)-c(m,n),-ρ

(m,n)
2 )-

Xexp{-rT}N(d(m)
1 ,-c(m,n),-ρ

(m,n)
2 )}.

其中

d(m)
1 =

lnX
S0

æ

è
ç

ö

ø
÷-rT1+

1
2σ

2
JT2HK

1 +
mσ2J
2{ }

σ(m)
1

, σ(m)
1 = σ2T2HK

1 +mσ2J,
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d(n)
2 =

-rT+
1
2σ

2(T2HK -T2HK
1 )+nσ2J{ }

σ(n)
2

, σ(n)
2 = σ2(T2HK -T2HK

1 )+nσ2J,

c(m,n)=
lnX

S0

æ

è
ç

ö

ø
÷-rT1+

1
2σ

2T2HK
1 +

(m+n)σ2J
2{ }

σ(m,n)
, σ(m,n)= σ2T2HK +(m+n)σ2J,

ρ
(m,n)
1 =

{σ2(T2HK -T2HK
1 -(T-T1)2HK)}
{2σ(m)

1 σ(n)
2 }

,

ρ
(m,n)
2 =

{σ2(T2HK +T2HK
1 -(T-T1)2HK +2mσ2J)}
{2σ(m)

1 σ(m,n)}
,

φ(u)=
1
2π
exp-u2

2{ },φ(u,v,ρ)= 1
2π 1-ρ2

exp{-
{u2-2ρuv+v2}
{2(1-ρ2)}

},

N(x)=∫
x

-∞
φ(u)du, N(x,y,ρ)=∫

x

-∞∫
y

-∞
φ(u,v,ρ)dudv.

  证明 记

V1=E{[exp{-βT1}ST1 -exp{-rT1}X]I{exp{-βT1}ST1>exp{-rT1}X}},

V2=E{X
exp{-βT}ST

exp{-βT1}ST1
-exp{-rT1}

é

ë
êê

ù

û
úúI{exp{-βT1}ST1>exp{-rT1}X,

exp{-βT}ST
exp{-βT1}ST1>exp

{-rT1}}},

V3=E{[exp{-βT}ST -exp{-rT}X]I{exp{-βT1}ST1<exp{-rT1}X,exp{-βT}ST>exp{-rT}X}},
假设在区间 [0,T1]内发生跳跃J1(i),i=1,2,…,m,在[T1,T]内发生跳跃J2(i),i=1,2,…,n.

(1)计算V1,由于

ξ=
σBH,K

T1 +∑
m

i=1
J1(i)+

mσ2
J

2{ }
σ(m)
1

~N(0,1),

{ST1exp{-βT1}>Xexp{-rT1}}={ξ>d(m)},

ST1 =S0expμT1-
1
2σ

2T2HK
1 -

mσ2
J

2 +σ(m)
1 ξ{ },

则

V1=E{{ST1exp{-μT1}-Xexp{-rT1}}I{ξ>d(m)1 }}=
E{E{{ST1exp{-μT1}-Xexp{-rT1}}I{ξ>d(m)1 }|QT1}}=

∑
+∞

m=0

exp(-λT)(λT1)m

m!
{E{ST1exp{-μT1}I{ξ>d(m)1 }|QT1 =m}-

Xexp{-rT1}E{I{ξ>d(m)1 }|QT1 =m}}=

∑
+∞

m=0

exp-λT(λT)m

m!
(V11-V12).

其中

V11=E{ST1exp{-μT1}I{ξ>d(m)1 }|QT1 =m}=

E{S0exp(-12σ
2T2HK

1 -
mσ2J

2+σ(m)
1 ξ

)I{ξ>d(m)1 }}=

E{S0∫
+∞

d(m)1
exp-

(σ(m)
1 )2

2 +σ(m)
1 u{ } 12πexp-

u2

2{ }du}=
S0N(-d(m)

1 +σ(m)
1 ),

V12=Xexp{-rT1}E{I{ξ>d(m)1 }|QT1 =m}=
Xexp{-rT1}P{ξ>d(m)

1 }=
Xexp{-rT1}N(-d(m)

1 ).
  (2)计算V2,由于
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η=
σ(BH,K

T -BH,K
T1 )+∑

n

i=1
J2(i)+

nσ2J
2{ }

σ(n)
2

~N(0,1),

ST

ST1
exp{-μ(T-T1)>exp{-rT1}{ }={η>d(n)

2 },

ST

ST1
=expμ(T-T1)-

1
2σ

2(T2HK -T2HK
1 )-

nσ2J
2 +σ(n)

2 η{ },

ρξ,η =E(ξη)=ρ
(m,n)
1 ,

则

V2=XE ST

ST1
exp{-μ(T-T1)}-exp{-rT1}{ }{

Iexp{-μT1}ST1>exp{-rT1}X,
exp{-μT}ST
exp{-μT1}ST1>exp

{-rT1}}=
XEE ST

ST1
exp{-μ(T-T1)}-exp{-rT1}{ }{{

Iexp{-μT1}ST1>exp{-rT1}X,
exp{-μT}ST
exp{-μT1}ST1>exp

{-rT1}}|QT1,QT-T1}=
X∑

+∞

m=0
∑
+∞

n=0

exp(-λT)(λT1)m[λ(T-T1)]n

m!n!
·

E{
ST

ST1
exp{-μ(T-T1)}I{ξ>d(m)1 ,η>d(n)2 }|QT1 =m,QT-T1 =n{ }-

exp{-rT1}E{I{ξ>d(m)1 ,η>d(n)2 }|QT1 =m,QT-T1 =n}}=

X∑
+∞

m=0
∑
+∞

n=0

exp(-λT)(λT1)m[λ(T-T1)]n

m!n!
{V21-V22}.

其中

V21=E{
ST

ST1
exp{-μ(T-T1)}I{ξ>d(m)1 ,η>d(n)2 }|QT1 =m,QT-T1 =n}=

exp-
1
2
(σ(n)
2 )2{ }∫

+∞

d(m)1∫
+∞

d(n)2
exp{σ(n)

2 v}ϕ(u,v,ρ
(m,n)
1 )dudv=

∫
+∞

d(m)1∫
+∞

d(n)2
ϕ(u-ρ

(m,n)
1 σ(n)

2 ,v-σ(n)
2 ,ρ

(m,n)
1 )dudv=

∫
∞

d(m)1 -ρ(m,n)1 σ(n)2∫
∞

d(n)2 -σ(n)2
ϕ(x,y,ρ

(m,n)
1 )dxdy=

N(ρ
(m,n)
1 σ(n)

2 -d(m)
1 ,σ(n)

2 -d(n)
2 ,ρ

(m,n)
1 ),

V22=exp{-rT1}E{I{ξ>d(m)1 ,η>d(n)2 }|QT1 =m,QT-T1 =n}=
exp{-rT1}N(-d(m)

1 ,-d(n)
2 ,ρ

(m,n)
1 ).

  (3)计算V3,由于

γ=
σBH,K

T +∑
m

i=1
J1(i)+∑

n

i=1
J2(i)+

(m+n)σ2J
2{ }

σ(m,n) ~N(0,1),

{ST1exp(-μT1)<Xexp{-rT1}}={ξ<d(m)
1 },

{STexp{-μT}>Xexp{-rT}}={γ>c(m,n)},

ST =S0expμT-
1
2σ

2T2HK -
(m+n)σ2J
2+σ(m,n)γ{ },

ρξ,γ =E(ξγ)=ρ
(m,n)
2 ,

则

V3=E{{STexp{-μT}-Xexp{-rT}}I{exp{-μT1}ST1<exp{-rT1}X,exp{-μT}ST>exp{-rT}X}}=
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∑
+∞

m=0
∑
+∞

n=0

exp(-λT)(λT1)m[λ(T-T1)]n

m!n!
{E{STexp{-μT}I{ξ<d(m)1 ,γ>c(m,n)}|QT1 =m,QT-T1 =n}-

Xexp{-rT}E{I{ξ<d(m)1 ,γ>c(m,n)}|QT1 =m,QT-T1 =n}=

∑
∞

m=0
∑
∞

n=0

exp(-λT)(λT1)m[λ(T-T1)]n

m!n!
{V31-V32}.

其中

V31=E{STexp{-uT}Iξ<d(m)1 ,γ>c(m,n)|QT1 =m,QT-T1 =n}=

E{S0exp-
1
2
(σ(m,n))2+σ(m,n)γ{ }I{ξ<d(m)1 ,γ>c(m,n)}}=

S0exp-
1
2
(σ(m,n))2{ }∫

d(m)1

-∞∫
+∞

c(m,n)
exp{σ(m,n)v}ϕ(u,v,ρ

(m,n)
2 )dudv=

S0∫
d1(m)-ρ(m,n)2 σ(m,n)

-∞ ∫
+∞

c(m,n)-σ(m,n)
ϕ(x,y,ρ

(m,n)
2 )dxdy=

S0N(d(m)
1 -ρ

(m,n)
2 σ(m,n),σ(m,n)-c(m,n),-ρ

(m,n)
2 ),

V32=Xexp{-rT}E{I{ξ<d(m)1 ,γ>c(m,n)}|QT1 =m,QT-T1 =n}=
Xexp{-rT}P{ξ<d(m)

1 ,γ>c(m,n)}=
Xexp{-rT}N(d(m)

1 ,-c(m,n),-ρ
(m,n)
2 ).

3 结 论

当金融市场中出现标的资产不平稳发展时,分数布朗运动无法对金融市场准确描述,而双分数布朗运

动却可以描述不平稳发展的金融市场.
(1)当λ=0时,可得双分数布朗运动环境下再装期权定价公式.当K=1时,可得分数布朗运动环境

下再装期权定价公式.
(2)当T1→T 时,可得双分数扩散-跳散过程下欧式看涨期权价格

c=∑
+∞

n=0

exp(-λT)(λT)
n!

{S0N(d(n)
1 )-Xexp{-rT}N(d(n)

2 )}.

其中N(x)为标准正态分布函数,且

d(n)
1 =

ln
S0

X
æ

è
ç

ö

ø
÷+rT+

1
2
(σ2T2HK +nσ2

J)

σ2T2HK +nσ2
J .

, d(n)
2 =d(n)

1 - σ2T2HK +nσ2
J .

特别地,当λ=0时,可得双分数布朗运动环境下欧式看涨期权定价公式

c=S0N(d1)-Xexp{-rT}N(d2).
其中

d1=
ln(S0/X)+rT+

1
2σ

2T2HK

σTHK
,d2=d1-σTHK .
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